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TD 2 - Construction d’espaces

Notions du cours.

e Topologie initiale, topologie finale, topologie produit.
e Topologie quotient, saturé.

e Recollement d’espaces.

e Attachement cellulaire, complexes cellulaires.

Dans la suite, on considere les espaces topologiques suivants.

e La n-sphere est 'espace S"™ = {(xg,...,2,) € R"™! | 23 4+ ... + 22 = 1}, muni de la topologie induite par la
topologie euclidienne de R™*1.

e Soit K un corps. L’espace projectif de dimension n sur K est donné par KP" = K"*!\ {0}/ ~, avec x =
(20, @n) ~ (Yo,---,Yn) = y si et seulement §’il existe A € K*, y = Az. Si K = R ou K = C, K" est
considéré avec la topologie induite par la distance euclidienne, et KP™ est muni de la topologie quotient.

Topologie initiale, finale, quotients.

Exercice 1. Considerons les applications i* : R — R données par i*(z) = 4z. Soit 7 la topologie des demi-
droites positives sur R.

(a) Décrire la topologie initiale associée aux applications i* : R — (R, 7).

(b) Décrire la topologie finale associée aux applications i* : (R, 7) — R.

Exercice 2. Soit R muni de la topologie éuclidienne €. Considerons sur R la topologie initiale 7 associée aux
applications affines fo 5 : R = R, fo4(z) = ax + b, avec a,b € Z.

(a) Montrer que (R, 7) est homéomorphe & (R, ).

Soit maintenant £ un ensemble non vide muni de la topologie discrete, et X = R x E muni de la topologie
produit. Soit R la relation d’équivalence sur X donnée par (z1,e1)R(x2, €2) si et seulement si (21, e1) = (22, €2)
ou x1 = 23 = 0. Soit o la topologie quotient sur Y = X/R.

(b) Décrire une base de voisinages de o en tout point p € Y.

Considerons deux points p1 = [(z1, e1)],p2 = [(2,e2)] dans Y, et définissons d(p1,p2) = |x2 — x1| si e = ea, et
d(p1,p2) = |21] + |22| 81 €1 # ea.

(¢) Montrer que d est une distance sur Y.

(d) Sous quelle condition sur E on a que (Y, d) est homéomorphe a (Y, o) ?

Soit pr : X — R la projection sur la premiere coordonnée.

(e) Montrer que l'application f, o pr: X — R induit une application continue Fy; : Y — R.

(f) Soit 7 la topologie initiale associée aux applications Fp, a,b € Z. Est-ce que (Y,0) et (Y,7) sont deux

espaces homéomorphes ?

Exercice 3. Soit R la relation d’équivalence sur R™ définie par v;Rwvs si et seulement si vy — v € Z".
Montrer que R™/R est homéomorphe & (S!)™.

Exercice 4. Soit X un espace topologique, et A C X une partie ouverte (ou fermée).

(a) Montrer que la surjection canonique 7 : X — X/A donne un homéomorphisme de X \ A sur son image
m(X\ A4).

(b) Montrer & I’aide d’un exemple que ’hypotheése A ouvert ou fermé est nécessaire.

(¢) Montrer que si f est 'inclusion d’une partie A de X dans X et g : A — % est une application constante,

alors X Uy * 22 X/A, le recollement fait par rapport & f et g.
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Soit Y un autre espace topologique, et soit ® : X — Y un homéomorphisme qui induit un homéomorphisme
entre des parties AC X et BCY.

(d) Montrer que ® induit un homéomorphisme ¥ : X/A — Y/B.

Exercice 5. Soit X un espace topologique. On dénote par C(X) le cone sur X, et par S(X) la suspension sur
X. On rappelle que

O(X) = X x [0,1]/(X x {1}),  S(X):=X x [-1,1]/{X x {1}, X x {-1}},

ou les intervalles réels sont considérés avec la topologie induite par la distance euclidienne.
(a) Montrer que si X7 2 X5, alors C(X1) 2 C(X3) et S(X7) =2 S(Xa).

(b) Montrer que S(X) = C(X)/(X x {0}).

(c) Montrer que S(S™) = S"*1 et C(B") = S(B") = B+

Exercice 6. Soit X = R x {0, 1} muni de la topologie produit, oit R est considéré avec sa topologie euclidienne
et {0,1} avec la topologie discréte. On considére sur X la relation d’équivalence R donnée par

pj = (xj,€;); DP1Rp2 ssipr = ps ou x; = x2 # 0.

Soit Y = X /R, considéré avec la topologie quotient.
(a) Donner une base de voisinages du point [(0, 0)].

(b) Quels axiomes de séparabilité satisfait 7 ?

Exercice 7. Dans R? notons f I'inverse de la projection stéréographique, de source le plan d’équation z3 = 0
et de but la sphere unité, centrée a 'origine et privée de son pole nord N = (0,0, 1). Construire une application
g : C?\ {0} — S? dont la restriction & C x {1} s’identifie & P'application f. En déduire Pexistence d’un
homéomorphisme entre CP! et S2.

Produits et projections.

Exercice 8 (projection). Soient X, L deux espaces topologiques, et px : X x L — X la projection sur le
premier facteur.

(a) Montrer que px est une application ouverte.
(b) Montrer que si L est compact, alors px est une application fermée.

(c) Donner un exemple de projection qui n’est pas fermée.

Exercice 9 (connexité). Soient X,Y deux espaces topologiques, et soit X x Y considéré avec la topologie
produit.

(a) Montrer que X X Y est connexe (resp. connexe par arcs) si et seulement si X et Y sont connexes (resp.
connexes par arcs).

(b) Montrer que X XY est localement connexe (resp. connexe par arcs) si et seulement si X et Y sont localement
connexes (resp. connexes par arcs).

(¢) Montrer que les composantes connexes (resp. connexes par arcs) C' de X xY sont les produits de composantes

connexes (resp. connexes par arcs) Cx x Cy de X et de Y.

Exercice 10 (compacité). Soient X,Y deux espaces topologiques, et soit X X Y considéré avec la topologie
produit.

(a) Montrer que X x Y est compact si et seulement si X et Y sont compacts.
(b) Montrer que X X Y est séquentiellement compact si et seulement si X et Y sont séquentiellement compacts.

(¢) Montrer que X x Y est localement compact si et seulement si X et Y sont localement compacts.

Exercice 11 (axiomes de séparation et dénombrabilité). Soient X,Y deux espaces topologiques, et soit
X x 'Y considéré avec la topologie produit.
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(a) Montrer que X x Y est T, si et seulement si X et Y le sont, pour n =0, 1, 2.
(b) Montrer que X x Y est séparable si et seulement si X et Y le sont.
(c) Montrer que X x Y est & base dénombrable (resp., & base dénombrable de voisinages) si et seulement si X

et Y le sont.

Complexes cellulaires.

Exercice 12. Soient X,Y deux espaces topologiques.

(a) Montrer que si X est séparé et tout point de X admet un voisinage compact, alors X est localement

compact.

Soit f: X — Y une application continue.

(b) Montrer que Y est muni de la topologie finale pour f si, et seulement si, la propriété suivante est vérifiée :
“une application g : Y — Z est continue si, et seulement si, la composée g o f est continue”.

(c¢) En utilisant les questions précédentes montrer que si 7w : X — @ est une application continue surjective, @

est muni de la topologie finale pour 7 et L est localement compact alors () X L est muni de la topologie finale

pour Vapplication continue 7 x idy, : X x L — Q x L (qui & tout couple (z,1) associe le couple (w(x),1)).

(d) En déduire Vexistence d’un homéomorphisme (X x I)/R = (X/A) x I, ou A est une partie de X, I est

I'intervalle [0, 1] et R est la relation d’équivalence engendrée par (a,t)R(a’,t) si a,a’ € Aett € I.

(e) En déduire existence d’un homéomorphisme
(X Upe") x I = (X xI)Ufyia, (e" xI),

pour X espace topologique et I = [0, 1]. Ici €™ & B™ est une n-cellule, et f : S*~1 — X est I'application continue
qui définie I'idéntification au bord de la cellule. De facon analogue le récollement f x id; est fait par sur le lieu

S xT—B"xI.

Exercice 13. Soit @ = [0,1] x [0,1], et sur @ la relation d’équivalence ~ engendrée par (x,0) ~ (x,1) pour
z €[0,1], et (0,y) ~ (1,y) pour y € [0,1].

(a) Montrer que X = @/ ~ est homeomorphe & S' x St.

(b) Décrire une structure de complexe cellulaire de X.

Exercice 14. Soit S™ la n-sphere.
(a) Décrire une structure de complexe cellulaire de S™.

En R? (avec la topologie euclidienne), considérons les sous-ensembles
S={(zy.2) eR* |2’ +y*+22 =1},  D={(z,5,0) R’ [2®+y* <1},  A={(0,0,2) eR*[[| <1}.

(b) Décrire une structure de complexe cellulaire de S U A.
(c) Décrire une structure de complexe cellulaire de S U D.

(d) Décrire une structure de complexe cellulaire de S U D U A.

Exercice 15 (espaces projectifs réels). Sur R"*!\ {0} on considere la rélation d’equivalence z ~ y si et
seulement s’il existe A € R* avec y = Ax. On denote toujours avec ~ cette relation d’équivalence restrainte a
S™ la sphere unitaire (dite relation antipodale).

(a) Montrer que RP™ est homéomorphe & S™/ ~.
(b) Montrer que S™/ ~ est homéomorphe a D! / ~, ott D! = S™ N{x, > 0}, et ~ est la relation antipodale sur
oDt =: sn—t

(c) En déduire une structure de complexe cellulaire pour RP”™.
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Exercice 16 (espaces projectifs complexes). Sur C"*!\ {0} on considere la relation d’équivalence z ~ w
si et seulement s’il existe A € C* avec w = Az. On denote toujours avec ~ cette relation d’équivalence restrainte
& S?**1 la sphere unitaire.

(a) Montrer que CP™ est homéomorphe & S?7+1/ ~.

Soit D*" = {2 € C",||z|| < 1} la boule fermée de centre 0 et rayon 1 par rapport i la norme euclidienne dans
C". Considerons la fonction f : D" — R, f(z) = /1 — ||z|*, et dénotons par D?" son graphe.

(b) Montrer que S*"*1/ ~ est homéomorphe & D"/ ~, olt ~ est la relation d’équivalence z ~ Az pour tout A
satisfaisant |[A| = 1 sur D3 =: §2"~1.

(¢) En déduire une structure de complexe cellulaire pour CP".

Exercice 17. Soit X = S Vv S? le bouquet d’un cercle et d’une spheére.
(a) Donner une structure de complexe cellulaire pour X.

(b) Donner une structure de complexe cellulaire pour le céne C(X), et pour la suspension S(X).

Exercice 18 (constructions de complexes cellulaires). Soit X et Y deux complexes cellulaires de dimen-
sion finie.

(a) Si A est un sous-complexe cellulaire de X, montrer que X/A a une structure de complexe cellulaire.
(b) Donner une structure de complexe cellulaire pour X x Y.

(¢) Donner une structure de complexe cellulaire pour le cone C(X), et pour la suspension S(X).

(

d) Donner une structure de complexe cellulaire pour le bouquet X VY.
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